Exercice 1 : Calcul sur les dérivées niéme

Soit f (x) = x3In(x). On se propose de calculer la dérivée niéme de la fonction f (x).
f(x) est une fonction composée et donc l'utilisation de la formule de LEIBNIZ nous sera utile.
1- Dérivons la fonction f(x) pour déterminer par récurrence sa dérivée niéme
Supposons que fonction se présente sous forme générale comme suit; f(x) = x*In(x), aveck > 0.
Nous aurons des dérivées suivantes :
f(x) = x*In(x)
(%) = kx®DlIn(x) + x*-D
() =k(k —Dx® 2D In(x) + kx®2 + (k-1) x*=2

£ () =k(k — 1)k — 2)x% 3 In(x) +k(k — 1) k x®*=3) + k(k-2) x*=3+ k(k-2) x*~

(@) = k(e = 1)(k = 2) 0 = 3)x® 9 In(x) +he(ke = 1)(k — 2) k x4+ Le(k-2) (k — 3) x*D+ k(k-2) x*=)

Nous constatons que cette partie Nous déterminerons cette somme que I'on
par récurrence nous donne : notera p™ (x) en se servant de la formule de
[ TS5 (k — ]x® "™ In(x) LEIBNIZ

D’ou pour k=3, on:

[T B - D]xC™MIn(x) (1)

2- Détermination de la somme précédente par I'utilisation de la formule de LEIBNIZ

f(x) =x3In(x)
Posons; h(x) =x3et g(x) =In(x) et p(x) = f(x).Donc p(x) = h(x) g(x)

a- Dérivons: h(x) et g(x)
h(x)= hO®x) = x3
h'(x) = hW(x) = 3x?
h'(x)= h®(x) =x
' (x)=h®(x)=6,Vk > 4 h®(x)=0

g(x) =In(x)
1
g'(x)= >
124 1
g"'(x)=— )
1244 1
g"x)=— )
mnrr 1
9" (x)=— )

(- DO D (k-1)!
xk

(2)

On montre par récurrence que Vk > 0, g®(x) =
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b- Appliquons alors la formule de LEIBNIZ
pM(x)=Yo(7) hP ). g™ P(x) , formule de LEIBNIZ
Avec (?) =

> pMx)= (Nh©®. g (AW, gD ()@, g2 4 (B, g3
carvVk = 4 h®(x)=0cest-a-dire

|

n
i(n—i)!

— 1)Y= _
Daprés (2), g®) = oD KD

xk
— 1)Y=y
k=n g(n)(x) = (-1 —~ (n-1)!
X
—1)Y=2) o)1
k=n-1 Al €)) == xn—l(n :
—1)n=-3)pn—
T
(- DD (n-4)!
k=n-3 g™ x) = e -
D’autre part:
ny _ n! _nl_
(0) T 0m-0) n! 1
ny _ n! _nmn-1)! _
(1) T 1Um-1)! (n-1)! -n
(n) _ n! _nn-1)(n-2)! n(n-1)
27 2(m=-2)! 2(mn-2)! 2
(n) _ n! _nn-1)(n-2)(n-3)! _n(n-1)(n-2)
3/ 7 31(m-3)! 6(n—3)! - 6

Ainsi notre formule devient :

; (- D@ D(n-1)

— 1YM=1Dpn— 1 (=1 "3 (=31
p(n)(x): X xn + 3nx2( 1) nxn (TL 1)' + X n(n ) ( ) xn_z(n ) +
g M=D(=2) (- M H(n-4)!
6 xn—3

Apres simplification

p™(x)=n(- D VxCM[ D - )1+ (- D = 3)!- (= D(n - 2)(n— 4]

Soit ™ (x)=(1) + p™(x)

D’ou

F®@) =[G - D1 In(x) + n(- pe-vx6m [ L o1+ (- D=3 - (- D - D - )1
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Exercice 2: Calcul sur les fonctions équivalentes
Rappel de quelques formules trigonométrie circulaire et hyperbolique

cos?(x) +sin?(x) =1

1+cos(2x)
2

1+cos(2kx)

cos?(kx)= -

cos?(x)=

2 (x)= 1—cos(2x)

- 2(kx)= 1—cos(2 kx)

2

sin sin
cos(%;1). cos(%5) = [cos(p) + cos()]
sin(;9). sin(%) = — S [cos(p) — cos(q)]
cos(%51). Cos(5h) = ; [cos(p) + cos(q)]
cos(®h). cos(%;?) =3 [cos(p) + cos(q)]

ch(2x) = 2ch?(x) -1

er+ e—Zx
2

ch(2x) =

e2X_ g=2X

2

sh(2x) =

Calculons les limites suivantes en utilisant les fonctions équivalentes

3(x) —
lim 1+2cos>(x) —3,/cos(2x)

x—0 sin*(x)

a_

- Détermination des équivalences
On utilisera ici le développement limité d’ordre 4
Pour cos3(x)
cos3(x) = cos(x).cos?(x) or cos?(x)= w
= cos( x).(—”coz(2 x) )
= % [cos(x) + cos(x)cos(2x)] ,
cos(x) cos(2x) = %[cos(?:x) + cos(x)] , formule (2) ici % =x et % = 2x
cos3(x) = %[ZCOS(X) + cos(3x) + cos(x)] = %[3COS(JC) + cos(3x)]
Soit  cos3(x) = %cos(x) + %cos(Sx)

(kx)?
2

(kx)*
41

Or cos(kx) = 1— + +e(x*) (cos(kx) = :selit cosinus kx est équivalent a)
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Ainsi cos3(x) = %cos(x) + icos(Bx) —(1 - =+ —) + = [1 oy % ] + e(xh)

N.B : Faites attention a 'argument

3 3x2 49 9x? = 27x*
2 cosP(X) > — - — 2+ 2 4 g(xh)
4 8 32 4 8 32

2 4
cos®(x) ~1— % + % +e(x?)

2 4
Soit cos3(x) =1 — 3% + % + e(xh)

Pour ./cos(2x)

2 4
On sait que cos(kx) =~ 1— %+% +e(xh)
2 4
= cos(2x) ~1— EL 4+ E 4 (4% pourK=2

2 4!
4
2 cos(2x) ~1—2x?% + 2% + e(xh)

4
,/cos(Zx)z\/l— 2x2% + %4 =1-x2 + ch_z +e(xh)
4
Soit /cos(2x) =1 —x? + % + e(xh)

Pour sin*(x)

1—-cos(2x)

sin*(x) = sin?(x).sin?(x)  sin?(x)= >

= Sin4(x) _ [1—co;(2 X) ] [1—co;(2 x)]

__rl-cos(2x) 42 1o, 5
= [—2 % =31 - cos(2x)]
1 2 2 1+cos(4 x)
=2[1—2cos(Zx) + cos*(2x)] or cos*(2x)= —
= sin*(x) = i [1—2cos(2x) + —1+C°S(4x) ]
%[1 —2cos(2x) + = + w ]
= i [E —2cos(2x) + —COS(4x) ]
=§ —-cos(2x) + —COS(“)
=  sin*(x) = Z —%cos(Z x)+ cost)
(kx) (kx) 4 , ST
Or cos(kx) =1— —t— -t e(x™) (développement limité d’ordre 4)
= Pour k=2, ona:
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2 4 4
IR I 1—2x2+%

G+ +eeh)

cos(2x) = 1—

Pour k=2, ona:

2 4
cos(4 x) ~1- 8 B g

a2 32x* 4
> ol 8x +—3 +e(x)

320
o 3 1 at, 1-8+
Ainsi sin*(x) = 5 —5(1 - 2x* 4 %) + T3 + e(xh)

L 3 1 41 4
Soit sin*(x) ~ 2 —>+x? —%+§-x2+% + e(x*)

sin*(x) = x* +e(x*)

- Calcul de la limite

3% | 7t 1
1+2co0s®(x) —3,/cos(2x) lim 1+2(1- = +—5) =3(1 — 2P+ ox*)

lim
x—0 sin*(x) x50 x4
4
i 12 —32 + 2 -3 4 32yt
~ lim
x—0 x*

6x4'

& 63
~lim—}F~lim—==
x—0 X x—04 2

)N . 1+2cos3(x) —3,/cos(2x 3
D’ou lim &9 5

x—0 sin*(x) 2

b- lim[x tanx —

ST
7

]

2 cos(x)

- Détermination des équivalences
tanx = x + €(x)
cos(x) =1+ &(x)

- Calcul de la limite

lim[xtanx — ——] ~ lim[x (x) — — ] ~ lim[x2— Z
x_)%[ 2c0s00) x—>E[ (x) 2(1)] x_)%[ 1
2
16 2
. m? w T—8
D’ou chl_l’)%[x g — 2cos(x)] T16 2 7[(?)
4
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c- Simplifions I’expression suivante

_ 2ch?(x)—sh(2x)
- x—In[ch(x)]-1n(2)

ch(2x) = 2ch?(x) -1
> ch?(x) = (1+ ch(2x)) = 7+ —ch(2x) (1)

X_ g—2X

2x —-2x 2
ch(2x) = % et sh(2x) = QT

; ) _1r .1 _ 1,1 eP+e?
(1) Devient: ch*(x) = >+ ch(2x) = ~+- (—2 )

2ch?(x)-sh(2x) _ z[% et (92x+29—2x)]_(82x_ e

. L 2
J devient: j= x—In[ch(x)]-In(2)

eX+ e~

x—ln[ > x]—ln(z)

e2X4 g2X  2X_ o=2X

_ -

x=In2+In(2)-In(eX*+ e~%)

— 2 2 PR
x—In(eX+ e™%)

—2x  -2x
e e
—-2X
At 1+e

x—In(eX+ e™%) - x—In(eX+ e™X)

1+ e™2% - 1+ e 2%

x—In[e*(1+ e~2%)] ~  x—Ine*— In(1+ e~2%)

_ 1+ fe 2% 14 e
x—x—In(1+e~2%)  —In(1+ e%%)

_ 2ch?(x)—sh(2x) _ 14+e 2%

D'ou )= x—ln[ch(x)]—ln(z)_ ) [ln(1+ e~2x)

Exercice 3 :

1
On définit sur R la fonction f par f(x) =e **

1. Montrons que f est prolongeable par continuité en 0 en définissant son prolongement g
a- Montrons que f est prolongeable par continuité en 0

Définition :
Soit I un intervalle, x, un pointde I et f: I \ {xy} = R une fonction.

e Ondit que f est prolongeable par continuité en x; si f admet une limite finie en x;.

Notons alors [ = lim f cette limite.
X—Xg

e On définit alors la fonction f : I = R en posant pour tout x € [

Flx) = {f(lx) Si x#x

Si x=x,
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- Domaine de définition de f
f estdéfinitV x € R. SoitDf =R

Calculons la limite de f

o|r

1
lim f(x)=lime »» =e 0o=e"*=0
X—Xg x—0
lim f(x)=0
XX

Conclusion : f admet une limite finie en xy=0 alors f est prolongeable par continuité en x, = 0

b- définissons son prolongement g

Comme f est prolongeable par continuité, on définit alors la fonction g : Df — R en posant pour
tout x € Df

1
(e Si x=#0
969 { 0 Si x=0

2. Montrons que g est dérivable sur R et étudions ses variations
a- Montrons que g est dérivable sur R

g est dérivable sur R s'il existe un réel finig\ vV x € R, g'(x) = lim w =gq
X—>Xg —Xo

Ainsi, pour x=0,g(x)=0 et g(0)=0

. g0)-gx .0 _ .. 0x_ 0
g'(x) = lim £2=900) _ iy O = iy 2220 —
x—-0 X —Xp x—>x0x X—Xq X 1

Donc g'(x) = q =0 réel fini > g(x) est dérivable en 0

1
Pour x #0, g(x) =e ¥ cette fonction est dérivable en tout point de R différent de 0.

Conclusion : Comme g(x) est dérivable en x =0 et en tout point de R difféerent de 0 alors g est
dérivable en tout de R. D’ou g est dérivable sur R.

b- Etudions les variations de g
1- Limites aux bornes de Dg

1
lim g(x)=xl_i)r_nooe_x_2=0 - xl_i)r_noog(x)=0

X——00

1
lim g(x)= lim e ¥» =0 -> lim g(x)=0
X—+00 X—+0oo X——00

2- Continuité

La fonction g est dérivable sur R. D’ou elle est aussi continue sur R.
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3- Dérivée et signe

1
N=le ™ Si x#0
96 { 0 Si x=0
1
2e x2 .
gr(x)z{ e Sl x#0
0 Si x=0

Signe: x € R, g'(x) >0 donclafonction g est croissante.

Déduisons en justifiant que g € est (* (R)

g est dite classe (* (R) si:

- g estcontinue sur R
- g estdérivable sur R
- et g’ estaussi continue.

Nous avons montré précédemment que g est continue et dérivable sur R. Vérifions ainsi la
continuité de g’ sur R.

g x)=0 - )lcirr(} g'(x)=0, g'(x) est continue en 0
1

2e x2
x3

g'(x) = - Vx#0, g' (x) =1, réel fini. Donc g'(x) est continue enx, # 0

lim
xX-Xg #0
D’ou g'(x) est continue sur R.

Conclusion : comme

- g estcontinue sur R
- g estdérivable sur R
- et g’ estaussi continue, alors g € est C* (R)

Exercice 4 :

1- Etablissons et représentons I'ensemble de définition de chaque fonction suivante :

i) g, y)=In(x+y)—xy2+y—=x

Etablissons ’ensemble de définition

x+y >0

g(x,y) est définie si et seulement si : {2 +y—x >0

SoitDg ={(x,y) ER?\x > —yet y> x—2}
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if) f(6,) = In(1 —x +9) + VI —22/T—32

1-x+y >0
f(x,y) est définie si et seulement si : 1-x%22>0
1-y2 >0

Soit Df ={(x,y) ER?\1—x+y >0etl—x% >0 etl—y% >0}

2- On considere la fonction f définie sur R par

x*y . .
foo,y) =] **+r2 Si (x,y) #(0;0)
f(0;0)=0

a- Montrons que f est continue sur R?

La fonction f est continue sur R?\ {(0; 0)} comme fraction rationnelle dont le dénominateur
ne s’annule pas. On étudie maintenant la continuité en (0; 0).
Pour (x,y) # (0;0),
2 2
| Feey) = FO 0] =52 <12 =y

x2+y2 - x2

Donc lim _ f(x,y) =0=f(0;0) etdonc f est continue en (0; 0)
(x,y) —~(0;0)

D’oll f est continue sur R?

b- Montrons que f admet deux dérivées partielles d’ordre 1 continue sur R?

- Calcul des dérivées partielles

af _2xy(x?+y?) —x%y(2x) _ 2xy(x?+y*-x%) _ 2xy(y?) _ 2xy®
ax( ’ ) - (x2+y2)?2 - (x2+y2)2 T (x2+y2)2 T (x2+y2)2
6_f( )= x2(x2+y2) - x2y(2y) _ x?(x%+y%-2y?) _ x?(x%-y?)
ay xY)= (x2+y2)2 - (x2+y?2)2 T (x2+y2)?

Soit

of _ 2xy®
oy oY) = (x2+y?)2

ox

a_f . xz(xz_ yz)
ay V) = ey

- s o
- Existence de: ax(O,O) et ay(O,O)
Ona: w =0 - w = admet une limite finie en 0, ce qui implique que 3—2(0,0)

exite et Z—i(0,0) =0 d’une part
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FON=F©0) _ o _, [ON-1(0:0)
y

5 = admet une limite finie en 0, ce qui implique que

D’autre part,

of . of _
5(0,0) exite et 5(0,0) =0

On vient de montrer que f admet deux dérivées partielles d’ordre 1

- Continuité des dérivées partielles en (0 :0)

of 2[xy®| or - 2
|ax x| < e <2ly| - (x y)l M o) ox ( ,y) =0 donc 5, estcontinue sur R

af . 2
95 < = -
|ax x| < 2+y2 <1- (x y)l m o ay ( ,¥) =1 donc 3y est continue sur R

Conclusion : comme f admet deux dérivées partielles d’ordre 1 et continue en (0 ; 0) alors f
admet deux dérivées partielles d’ordre 1 continue sur R?

3- Etudions I'existence et les cas échéant des dérivées partielles d’ordre 2 en (0 ; 0)

- Existence de: i];(0,0)
ax
20 - ZLon)=0- %(0,0) existe soit %(0,0) =0
Avec Z—i(x, 0)=0 et g—i(0,0)
- Existence de: 227];(0,0)

2 2
£l af Loy - £ 0,0))=0— g—y};(0,0) existe soit Z—y’;(o,O) =0

of _o(0-y?) _
Avec 3y 0,y)= ool 0

- Existence de: (0 0)

1af

To- - (0,0))=§ N axa L 0,0) existe soit —L (0 0) =

af _ x%(x?-0)
Avec (x,0)= —(x2+0)2 =
- Existence de: (O 0)
: af (0 y) — i(0,0) )=0- (0 0) existe SOlt (0 0) =0

of __ o _
Avec —=(0,y) = 01T 0
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4- Déterminons les points critiques et précisons la nature des extrema éventuels de la
fonction h définie par: h = 2x3 + xy? + 5x% + y?

- Détermination des points critiques

La détermination des points critiques se fait par la résolution du systéme d’équation

suivant:
ah
a (x' }’) =0
oh
a (x, }’) =0
/ . (o s . dh a
Déterminons les dérivées partielles : P (x,y) et 3 (x,y)
Ona:

. S—Z(x,y)=6x2+y2+10x
ah _
. a(x,y)—ny + 2y

Notre systeme devient :

oh _ 0
oM =0 {6x2 +y2 +10x =0 (1)
Z—;(x,y)zo 2xy +2y =0 (2)

{6x2+y2+10x=0 {6x2+y2+10x=0
2y(x+1) =0 = ly=0oux= -1

Pour = 0, I'’équation (1) devient : 6x2 + 10x =0
> 2x(3x+5)=0
= x=0o0ux= g
5
(0 (-3
On alors : (0), ( 8)
Pour = —1, I'équation (1) devient : 6 + y2 —10=0

D> y2 —4=0
= y=2ouy= —2
Onalors: (31, (7})
Conclusion :

5
D’apres ce qui précede, la fonction admet quatre (4) points critiques : (g) ) (‘g) (—21) ’ (—_12)
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précisons la nature des extrema éventuels de la fonction h

Pour déterminer la nature des extremums, nous allons utiliser la notation de Monge. Ainsi nous
aurions besoin des dérivées partielles d’ordre 2 de h.

On a:
Z—:(x,y)=6x2 + y2 + 10x
ah
E(x,y)=2xy + 2y
9%h
. ﬁ(x,y)—12x+10

9%h
W(x,y) =2x + 2

8’h _ oh [ on dh
3oy a(@ (x,y)> = Qxy + 2y)=2y
Nous avons: s2 - rt (notation de Monge)

9%h

Avec s= =2y rzaz—h(xy)=12x+10 ett=az—h(xy)=2x + 2
0xdy ! ax2 N’ ayz "’

s=0
e Pour (8), {

r= 10 ainsis?-rt=-20<0et r = 10> 0 donc h admet un minimum

t=2
local en (g)

s=0
e Pour (_5), r= _150 ainsi s% -rt= —23ﬂ< Oet r = 10 <0 donc h admet un
t= —?
_3
Maximum local en( 3)
s=4
e Pour (7)), {r= —2 ainsis?-rt=16>0 donc hn’admet pas un extremum en (")
t=0
s=—-4
e Pour (:;), r= 2  ainsis?-rt=16> 0 donc h n'admet pas un extremum en (:;)
t=0
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